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Введение

Оценка термического состояния мерзлых 
грунтов при изменении климата и техногенеза 
является актуальной задачей геокриологии. На-
рушения природных условий (вырубка леса, уда-
ление снежного и напочвенного покрова, разви-
тие растительности) приводят к изменению гео-
криологических условий, развитию негативных 
криогенных процессов, угрожающих устойчи-
вости инженерных сооружений. Для численного 
прогноза процесса промерзания и протаивания 
мерзлых грунтов необходимы исходные данные, 
как начальные, так и граничные условия. Пра-
вильный выбор исходных данных теплообмена 
повышает достоверность прогноза. 

В реальных условиях граничное условие на 
поверхности зависит от многих параметров: рас-
тительности, суммарной солнечной радиации, 
альбедо поверхности, скорости ветра, высоты 
снега и т. д. Восстановлением граничных усло-
вий на мерзлых грунтах занимались многие ис-
следователи (Павлов и др., 2010), но проблема 
остается открытой.

Восстановление граничных условий относит-
ся к классу некорректных задач (Самарский, Ва-

бищевич, 2009). Решение осуществляется спе-
циальными регуляризирующими алгоритмами 
(Алифанов и др., 1998; Самарский, Вабищевич, 
2009; Woodbury et al., 2014; Hamidreza et al., 2015) 
c������������������������������������������ дополнительными замерами температуры вну-
три исследуемого объекта. 

Методы обратных задач в последние деся-
тилетия нашли широкое применение в различ-
ных областях науки и практики (Алифанов и др., 
1998). Целью данной работы является разработка 
методики для определения одного из параметров 
граничных условий (плотности теплового пото-
ка)  на поверхности мерзлых грунтов со специ-
альными натурными экспериментами. 

Объекты исследования

Для восстановления искомых параметров 
проведены специальные натурные наблюдения 
на теплобалансовом стационаре «Якутск», позд-
нее переименованном в стационар «Туймаада».

Стационар «Туймаада» расположен на второй 
надпойменной террасе р. Лена в зоне сплошно-
го распространения многолетнемерзлых пород. 
На разнотравном лугу мощность сезонно-талого 
слоя грунтов за 1995–2016 гг. изменяется от 1,82 
до 1,90 м, средняя годовая температура грунтов 
(t0) на глубине 10 м варьирует от -2,3 до -1,4оС.

Естественная площадка организована на раз-
нотравном лугу. Снежный покров сохранялся в 
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ненарушенном состоянии. Ли-
тологический разрез грунтов 
в слое годовых теплооборо-
тов следующий: до 0,2–0,3 м – 
дерново-растительный слой; с 
0,3 до 0,6 м – супесь (алевриты); 
0,6–2,2 м – мелкозернистый пе-
сок; 2,2–8,5 м – мелкозернистый 
песок с растительным детритом; 
8,5–10,0 м – песок гравелистый. 
На оголенной площадке удален 
верхний дерново-растительный 
слой, а в холодный период года 
снежный покров регулярно счи-
щался.

На территории Института 
мерзлотоведения СО РАН в нача-
ле ноября 2014 г. были начаты на-
блюдения за гидротермическим 
режимом и глубиной сезонно-
го протаивания грунтов на двух 
экспериментальных площадках: 
первая на разнотравно-злаковом 
лугу, вторая – с удалением снеж-
ного и напочвенного покровов 
(рис. 1, 2). Обе площадки харак-
теризуются одинаковым литоло-
гическим составом, но различаются распределе-
нием влажности по глубине и по времени.

На площадках пробурены скважины и для ре-
жимных наблюдений оборудованы термодатчи-

Рис. 2. Площадка с нарушенными условиями (удалена растительность) (a) и контрольная площадка в есте-
ственных условиях (б) летом и зимой

Fig. 2. The disturbed site (vegetation removed) (a) and the undisturbed control site (б)  in the  summer- and wintertime 

			   а							       б

ками логгерной системы НОВО. Регистраторы 
температуры были установлены на поверхности 
грунта 0 см и на стандартных глубинах – 20, 40, 
80,120, 160, 240 и 320 см. Для надежности и кон-

Рис. 1. Территория научно-экспериментального стационара «Туй-
маада» ИМЗ СО РАН. Цифрами показаны расположения контрольной 
(2) и экспериментальной (1) площадок, а также метеостанции (3)

Fig. 1. Layout of the Tuymaada Station area. Numbers show locations of 
the control site (2),  the test site (1), and the automated weather station (3)
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троля температурных измерений логгером были 
дополнительно установлены полупроводнико-
вые терморезисторы ММТ-4 на глубине 160 и 
320 см. Данные измерений с дискретностью 1 ч  
фиксировались на запоминающем устройстве. 
На естественной площадке велись наблюдения за 
высотой снежного покрова и температурой сне-
га на отметках 0,1–0,2 м. Глубину сезонного про-
таивания определяли методом ручного бурения. 
На естественной и нарушенной площадках так-
же были отобраны пробы почвогрунтов на опре-
деление их влажности и плотности, теплофизи-
ческих характеристик (теплоемкость, коэффици-
ент теплопроводности) и гранулометрического 
состава.

В результате выполненных работ был полу-
чен полный объем данных о гранулометриче-
ском составе, плотности, влажности и тепло-
физических характеристиках грунтов низкой 
надпойменной террасы р. Лена для типичных 
геокриологических и климатических условий 
Центральной Якутии. Влажность, плотность и 
основные теплофизические свойства грунтов 
являются осредненными за теплое время года с 
мая по сентябрь (табл. 1; Жирков и др., 2016). 

По данным наблюдений установлено, что в 
летний период поверхность оголенной площад-
ки в среднем теплее на 0,8оС, чем на площадке 
с луговой растительностью. В холодный период 
(ноябрь – апрель) отепляющее влияние снежного 
покрова составило в среднем 7,7оС. Средняя го-
довая температура многолетнемерзлых грунтов 
на оголенной площадке на 1,5–1,7оС ниже, чем 
на лугу.

В непосредственной близости от площадок 
на расстоянии 100 м расположена метеостанция 
Северо-Восточного федерального университе-
та и ИМЗ СО РАН (см. рис. 1), исходные дан-
ные которых по температуре воздуха и осадкам 
(табл. 2) использовались в работе. 

Постановка задачи  
и алгоритм решения

Математическая модель температурного поля 
мерзлых грунтов с учетом фазового перехода по-
ровой воды имеет вид (Пермяков, 1989): 
           

cρ
∂T
∂τ

=
1
r n

∂
∂r

�λr n ∂T
∂r

� ,   R1< r < R2,      

0 < τ ≤ τm,                 
 

Таблица 1. Теплофизические характеристики почвогрунтов
Table 1. Soil thermophysical characteristics

Глубина, м Разрез
Влаж-
ность,

%

Плотность 
грунта, кг/м3

Теплопроводность,
Вт/(м∙К)

Объемная теплоемкость,
С∙10-3 кДж/(м3∙К)

λт
* λм Ст См

0,0–0,3 Почвенно-раститель-
ный слой 17 1280 0,35 0,44 1,88 1,46

0,3–0,6 Супесь (алевриты) 9 1420 0,81 0,95 1,76 1,67
0,6–2,2 Песок мелкозернистый 10 1420 1,20 1,43 1,55 1,25

2,2–8,5 Песок мелкозернистый 
мерзлый 25 1450 1,95 2,45 2,42 1,69

8,5–10,0 Песок гравелистый 
мерзлый 20 1500 1,95 2,45 2,30 1,65

Примечание. т – талый; м – мерзлый.

Таблица 2. Температура воздуха (°С)  и высота снега (м) на площадке «Луг» стационара «Туймаада» 
Table 2. Air temperature (°С) and snow depth (m) at the Meadow  Site, Tyumaada Station 

Год Окт. Нояб. Дек. Янв. Февр. Март Апр. Май Июнь Июль Авг. Сент.

Температура воздуха, ºС
1970/71 -11,7 -29,1 -41,8 -43,3 -37,7 -21,3 -6,7 8,8 16,3 19,8 14,8 7,0
2015/16 -7,0 -24,6 -34,3 -34,8 -35,0 -14,8 -0,1 7,6 16,0 18,1 13,4 6,9

Высота снега, м
1970/71 0,09 0,28 0,38 0,39 0,40 0,37 0,35 – – – – –
2015/16 0,03 0,15 0,23 0,27 0,31 0,30 0,07 – – – – –

Примечание. Прочерк – данные отсутствуют.

(1)

П. П. Пермяков, Т. А. Афанасьева, С. П. Варламов, П. Н. Скрябин

с𝜌 
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где c – эффективная теплоемкость грунта с уче-
том фазового перехода в спектре температур, Дж/
(кг ∙ К); c – плотность грунта, кг/м3; T – темпера-
тура, К; λ – теплопроводность грунта, Вт/(м∙К); 
r – пространственная координата, м; n = 0, 1,  
2 – соответствует декартовой, цилиндрической и 
сферической координатам; R1, R2 – границы обла-
сти; τ – время, с; τm – правое граничное значение 
временного интервала. 

Требуется восстановить одно из граничных 
условий II рода на левой границе при r = R1: 

где q(τ) – тепловой поток, зависящий от време-
ни.

Температуры, измеренные внутри образца по 
времени, являются дополнительными данными 
для решения обратной задачи:

где nT – ������������������������������������число установленных термических дат-
чиков.

Введем в рассмотрение функционал средне-
квадратичного отклонения расчетных (получен-
ных с помощью модели (1)–(4)) и эксперимен-
тально измеренных (5) температур:

где ρi (τ) – весовые множители с размерностью 
K-2 · c-1; T (ri, τ), TЭ(ri, τ) – расчетная и замеренная 
температуры в i-й точке мерзлого массива.

При численном моделировании использован 
итерационный алгоритм регуляризации для вос-
становления искомого параметра математической 
модели теплопроводности в мерзлых грунтах. 
Предполагается, что условия единственности ре-
шения обратной задачи выполнены. В настоящее 
время применительно к нелинейным задачам не 
существует полных теоретических результатов 
по устойчивости итерационных алгоритмов. Тем 
не менее результаты вычислительных экспери-
ментов показывают высокую эффективность ме-
тода итеративной регуляризации и возможность 
решения с его помощью широкого спектра нели-
нейных задач (Алифанов и др., 2014).

Искомая функция может быть определена пу-
тем минимизации функционала (6) градиентны-
ми методами:

Коэффициент βS , определяющий глубину спу-
ска при переходе к следующему приближению, 
находится из условия

Используя предложенный алгоритм (1)–(8), 
осуществили численное определение плотности 
теплового потока на поверхностях естественных 
и оголенных экспериментальных площадок.

Результаты и обсуждение  
численного решения

Проведена проверка работоспособности и 
достоверности предложенных алгоритмов для 
расчетных модельных задач с точным решени-
ем. Рассмотрено влияние  расположения терми-
ческих датчиков и различных начальных при-
ближений искомых параметров на определение 
плотности теплового потока при точных значе-
ниях входных температур. 

Пример 1. Исследуемый грунт представлен 
мерзлой супесью с начальной влажностью ωо = 
20% и высотой 1 м. На поверхности грунта плот-
ность теплового потока задается следующим об-
разом:

q (τ) = q0 + q1 sin (2 τ π/ τm),
где ρ = 1300 кг/м3; R1 = 0,0 м; R2 = 1,0 м; To (r) = 
-2oC; q0 = 0; q1 = 12; τm = 730 ч.

В качестве Ti
Э(τ), использовалось численное 

решение прямой задачи на глубине r1 = 0,025 м, 
r2 = 0,075м (табл. 3).

На рис. 3 приведены результаты восстановле-
ния плотности теплового потока на поверхности 
исследуемой области для точных значений вход-
ных температур при различных начальных при-
ближениях искомых параметров. Видно, что до-
стоверность восстановления методом сопряжен-
ных градиентов не зависит от способа задания 
начальных значений искомых параметров и ко-
личества задаваемых датчиков, т. е. для расчета 
достаточно одного датчика замеров. 

Пример 2. Рассмотрено определение теплово-
го потока на стационаре «Туймаада». Начальное 
распределение температуры соответствует фак-
тическим наблюдениям на стационаре. В каче-
стве TЭ(ri, τ) приведены измерения температуры 
на глубине 0,2 м. 

Из графика определения плотности тепло-
вого потока на поверхности разнотравного луга 
и оголенной площадки (рис. 4) видно, что про-
цесс  промерзания на оголенной площадке (кри-
вая 1) идет более интенсивно, чем на разнотрав-
ном лугу (кривая 2). 

(2)λ
∂T
∂r

 = 0,  r = R2,  0 < τ ≤ τm,  

(4)-λ
∂T
∂r

 = q(τ),   r = R1,   0 < τ ≤ τm, 

(7)

us+1 = us – βsS
s,    s = 0, 1,…, 

 

(8)

(5)T (ri, τ) = Ti
 э(τ),   i = 1, nт�������,  Т

∫
(6)

J

(3)T(r, 0) = T0(r),  R1 ≤ r ≤ R2,  T

Определение граничных условий при моделировании термического режима мерзлых грунтов

S s = J'(us) –  γsS s-1,    S 0 = J'�u0�,  γ0 = 0.  

T

𝜌 
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Таблица 3. Динамика температуры грунтов во времени
Table 3. Temporal variations of soil temperatures

τ , ч 0 36,5 73 109,5 146 182,5 219
T1

Э(τ), оС -2,0 -1,4 -1,0 -0,8 -0,5 -0,2 0,1
T2

Э(τ), оС -2,0 -1,5 -1,2 -1,0 -0,8 -0,6 -0,5
τ, ч 255,5 292 382,5 365 401,5 438 474,5
T1

Э(τ), оС 0,2 0,2 0,1 -0,1 -0,3 -0,5 -0,8
T2

Э(τ), оС -0,3 -0,2 -0,2 -0,2 -0,3 -0,4 -0,6
τ, ч 511 547,5 584 620,5 657 693,5 730
T1

Э(τ), оС -1,4 -2,3 -3,2 -3,8 -4,0 -3,9 -3,4
T2

Э(τ), оС -0,9 -1,8 -2,7 -3,3 -3,7 -3,7 -3,3

Рис. 3. Определение плотности теплового потока q (τ) при двух датчиках на глубине 0,025 и 0,075 м (a) и при 
одном датчике на глубине 0,025 м (б): 1 – точное решение; 2 – начальное приближение; 3 – определение  при 
нулевом начальном приближении; 4 – определение при начальном приближении 2

Fig. 3. Determination of the heat flow density q (τ)  with two sensors at the depths of 0.025 and 0.075 m (a) and with 
one sensor at 0.025 m (б): 1 – exact solution; 2 – initial approximation; 3 – determination at the zero initial approxima-
tion; 4 – determination at initial approximation 2

Рис. 4. Годовой ход тепловых пото-
ков на поверхности разнотравного луга 
(1), оголенной площадки (2) и по данным  
А. В. Павлова (1979) (3)

Fig. 4. Annual variation of heat flows on 
the surface of an herb meadow (1), bare site 
(2), and after A. V. Pavlov (Павлов, 1979) 
(3)

П. П. Пермяков, Т. А. Афанасьева, С. П. Варламов, П. Н. Скрябин
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В марте-апреле тепловой поток интенсивно 
поступает на оголенный участок, а летом интен-
сивность потока практически одинакова. Кри-
вая 3, отражающая плотность теплового пото-
ка, определена численным методом по данным 
теплобалансового наблюдения (Павлов, 1975, 
1979). 

Из рис. 4 видно, что зимой абсолютное значе-
ние плотности теплового потока, по данным А. 
В. Павлова, ниже по сравнению с результатами 
наших наблюдений. При этом интенсивность те-
плового потока зависит от теплоизоляционных 
свойств снега, которые определяются высотой и 
структурой снежного покрова. Структура снеж-
ного покрова зависит от плотности, температу-
ры, водяного пара и т. д. В летний период плот-
ности теплового потока сильно не отличаются, 
зато проявляется затеняющее влияние раститель-
ности. 

Для проверки достоверности предложенного 
алгоритма приведены результаты сравнительно-
го численного эксперимента с натурными данным 
(рис. 5). 

Результаты сравнительного анализа показали 
соответствие с натурными данными, т. е. иско-
мый параметр можно находить из минимума це-
левого функционала. 

Выводы
Из численного эксперимента на модельной за-

даче с точным решением следует, что точность 
восстановления не зависит от способа задания на-

чальных значений искомых параметров и коли-
чества регистраторов замера. На основе решений 
разных вариантов установлено, что для расчета 
достаточны данные одного термического датчика, 
расположенного вблизи поверхности грунта.

Годовой ход тепловых потоков определяется 
динамикой параметров снежного покрова и темпе-
ратуры воздуха. Предложенный алгоритм можно 
использовать для восстановления теплового пото-
ка в мерзлых грунтах при моделировании терми-
ческого состояния техногенных территорий.
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Определение граничных условий при моделировании термического режима мерзлых грунтов

Рис. 5. Годовой ход температуры на оголенной площадке на глу-
бине 0,2 м по данным наблюдений (2) и численного расчета (1)

Fig. 5. Annual temperature variation at the bare site at  the depth of 
0.2 m: observed (2) and estimated (1)
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A new algorithm for determining the heat flow density on the soil surface is proposed; the realistic 
numerical modeling of the soil thermal regime is accomplished  through improving the boundary 
conditions. The paper shows the efficiency of the algorithm for computational model problems 
with an exact solution. The dependence of determining the heat flow density for accurate input 
temperature values on different initial approximations of the desired parameters and  on temperature 
sensor locations at different depths is  considered. The heat flow density on the natural and exposed 
experimental sites has been determined. The suggested algorithm  is recommended to determine the 
heat flow density in modeling the thermal state of frozen soils.
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